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Una interpretación del contenido del vacío mediante los órdenes de
 actividad entre subconjuntos nítidos o borrosos.
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 f ⊑w g ⇔
 (g·w ≼ f ≼ g+w)

Una interpretación del contenido del vacío mediante los órdenes de
 actividad entre subconjuntos nítidos o borrosos.

(Interpretación en un sentido amplio:
 
Un subconjunto de elementos irrelevantes, o de elementos no deseados, perjudiciales,… ) 
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(∄x: x ∈∅)

Jorge Oteiza Bruno Catalano

?

?

¿Calles vacías?
Consecuencia de la huelga: 

 ¿Aeropuertos llenos? ¡Cabe  gente!
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Jorge Oteiza Bruno Catalano

?

Con el propósito de modelizar estas 
situaciones, 
¿Como puede modificarse  la definición de 
inclusión, de unión y de intersección para 
que tenga sentido algún  predicado de los 
que siguen:  
(∃x: x ∈∅),(∃W: W ⊂∅),(|∅|>0),  
(∅ NO es finito),(∃B: ∅⊈B),(A∩∅≠∅), 

(A∪∅≠A),(A∩Ac≠∅)… ?

René Magritte
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(∅ NO es finito),(∃B: ∅⊈B),(A∩∅≠∅), 

(A∪∅≠A),(A∩Ac≠∅)… ?

Veremos que la consideración de los  órdenes de actividad ⊑w  en retículos 
distributivos acotados (L, ≤), contemplados como nuevas “inclusiones”, 
 constituye una herramienta para este fin.

René Magritte
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Jorge Oteiza Bruno Catalano

?

Con el propósito de modelizar estas 
situaciones, 
¿Como puede modificarse  la definición de 
inclusión, de unión y de intersección para 
que tenga sentido algún  predicado de los 
que siguen:  
(∃x: x ∈∅),(∃W: W ⊂∅),(|∅|>0),  
(∅ NO es finito),(∃B: ∅⊈B),(A∩∅≠∅), 

(A∪∅≠A),(A∩Ac≠∅)… ?

Veremos que la consideración de los  órdenes de actividad ⊑w  en retículos 
distributivos acotados (L, ≤), contemplados como nuevas “inclusiones”, 
 constituye una herramienta para este fin.

Posibles interpretaciones:  
Un subconjunto de elementos irrelevantes, o de elementos no deseados, 
perjudiciales, ,…  
O también, elementos con incertidumbre, distinguidos por alguna razón, etc. 

René Magritte
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tal que W sea una “parte propia” de ⌀. (W parte del vacío).
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A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W∉{⌀,E}

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W en P(E)  
tal que W sea una “parte propia” de ⌀. (W parte del vacío).

Primera aproximación:.

 (Es decir, B tiene “menos” parte vacía que A)
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¡ Caen al vacío!

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]≼W[⌀]!
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Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Pero…

 (Es decir, B tiene “menos” parte vacía que A)
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           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)], ≼W) es conjunto ordenado)

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]≼W[⌀]!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W∉{⌀,E}

W
A

B

A≺WB

Objetivo: Definir una nueva “inclusión” ⊑W en P(E)  
tal que W sea una “parte propia” de ⌀. (W parte del vacío).

Primera aproximación:.

¡Se pierde la información 
“fuera” del ideal (W]!

Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Pero…

 (Es decir, B tiene “menos” parte vacía que A)
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E

⌀·

·

C·

A
· B·

D·

·

E

⌀·

·E

B

D

C

Wc·

C·

A
· B·

D·

!4

W

A

Álgebra de Boole 

(P(E), ⊆,∩,∪, c, ⌀,E)

W·

Referencial E y subconjuntos  
 ⌀⊆E, A⊆E, B⊆E,… , E⊆E

·
[Wc]={Wc,E,…}

·
[⌀]={⌀,W,… }

[D]·

[W]={W,E,…}

·

·

[⌀]={⌀,Wc,D,… }

[C]={C,…}
·

A≺WB ⇔ [(B ∩ W )⊆ (A ∩ W )]⇔[(B ∩ W )⊆ A]
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cualquiera tal que 
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                (⊑W es un “orden de actividad” en (P(E),⊆))

≺W es un preorden  en P(E).
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            ⇔(A ∩ W =A ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]≼W[B] ⇔ A≺WB
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           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)], ≼W) es conjunto ordenado)
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Equivalencia: 
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            ⇔(A ∩ W =A ∩ W ).

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]≼W[B] ⇔ A≺WB
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           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)], ≼W) es conjunto ordenado)

(P(E), ⊑W) Álgebra de Boole). 

Si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 

de W es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.
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de W es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.
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W como “≼W-subconjunto” propio: [W]≼W[⌀]!
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(P(E), ⊑W) Álgebra de Boole). 

Si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 

de W es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]≼W[⌀]!

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W∉{⌀,E}

Primera aproximación:.
Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta definitiva: 
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“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nuevaÁlgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, c, W, Wc) isomorfa a la inicial

 (Es decir, B tiene “menos” parte vacía que A)
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[C]={C,…}
·
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                (⊑W es un “orden de actividad” en (P(E),⊆))

≺W es un preorden  en P(E).
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Equivalencia: 

A≡WB ⇔(A≺WB)&(B≺WA) 

            ⇔(A ∩ W =A ∩ W ).

En W las cosas se ven 
 de manera distinta…

Relación de orden ≼W entre clases: 

           [A]≼W[B] ⇔ A≺WB
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([P(E)], ≼W) conjunto ordenado.

Preorden A≺WB ⇔ [(A ∩ Wc) ⊆(B ∩ Wc)] ⇔ [A ⊆(B ∪ W )], 
           (y orden asociado ≼W , tal que ([P(E)], ≼W) es conjunto ordenado)

W

(P(E), ⊑W) Álgebra de Boole). 

Si consideramos ⊑W como una 
inclusión, todo subconjunto usual C 

de W es una “w-parte” de ⌀ ,(es decir, W ⊑WC ⊑W ⌀).

Recupera las dos situaciones anteriores y… ¡no se pierde información!.

 Como  W no es el vacío ⌀, ¡ este último tiene a 

W como “≼W-subconjunto” propio: [W]≼W[⌀]!

Definimos la relación  ∈W ⊆ ExP(E) tal que ( x ∈WA) ⇔ (x ∈ A△W), tiene propiedades análogas a la 

pertenencia usual. (Será una “w-pertenencia”). En particular,( x ∈W ⌀) ⇔ (x ∈ W).

Sea W un subconjunto 
cualquiera tal que 
 W∉{⌀,E}

Primera aproximación:.
Relación deducida de la anterior (opuesta de ≺Wc):

Propuesta definitiva: 
(Intersección de las anteriores)

“⊑W-subconjuntos” de ⌀
Se obtiene  una nuevaÁlgebra de Boole (P(E), ⊑W,⨅W,⊔w, c, W, Wc) isomorfa a la inicial

 (Es decir, B tiene “menos” parte vacía que A)
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Ejemplo1. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).
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Ejemplo1. Una interpretación de ⊑W en imágenes relacionadas con 
mineralogía, gemología, minería,…(Mena y ganga).

Mena de rubelita (Wc) sobre ganga (W) de cuarzo
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con valores ausentes.
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⊑w-inclusión, ⊑w-intersección y ⊑w-unión 
entre subconjuntos ordinarios
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A⊑wB ⇔A△W ≤ B△W 

  ⇔ B·W ≤ A ≤ B+W

Maximales (entre ellos los que verifican
)

Interpretación de ⊇: una 
“perspectiva” del 
conjun- 
to P(X) proporcionada 

D

X

B

A ⨅WBB
A

A

B

A⊓wB=(A·B)+[W·(A+B)] 

B

A ⨆WB

B
A

B

A

A⊔wB=A⊓wcB=(A·B)+[Wc·(A+B)]

(L(X), ⊑w,⨅W, W) 

inf-semirretículo con 
elemento mínimo W.

⊓w es una uninorma y 
 una nulnorma en (L(X),≤)

(L(X),≤) retículo de subconjuntos L-borrosos 
 de X:

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w, ‘,w,w’=wc)

(L(X),⊑w,⊓w,⊔w)

(D1⊑wA, B1⊓wD1, B1⊔wD1,,…)



Familia de retículos: 

((L(X),⊑w))w∈P(X)

Sea w∈L(X) nítido (complementado y tal que W’=Wc) 

(∈wD1)(x),(∈wD1)(y), (∈wD1)(z)

C w

Wc
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D
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{y}·

{z}·
B

{x}·
DD1

BA
B1

{y}·

{z}·

C1

A⌀
B

D

X

Una nueva interpretación 
asociada a un  orden ⊑w que 
representa, en el conjunto P(X), 
 la“perspectiva” desde ese 
 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.
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Wc
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D
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 subconjunto W: el orden de  
“W-inclusión”.

L(X)

que, en ambos casos, es un retículo distributivo 

(L(X), ≤,·,+, ‘. ⌀,X) con una negación fuerte 
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 una nulnorma en (L(X),≤)
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W
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E

B
A2

A1

W

A1 ⊆ E

B ⊆ E

A2 ⊆ E /

A1∪ A2 ⊆ E/
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E

B
A2

A1

W

A1 ⊆ E

B ⊆ E

A2 ⊆ E /

A1∪ A2 ⊆ E/

A1 ⊑W E

B ⊑W E

A2 ⊑W E

A1∪ A2 ⊑W E

/



!11

E

B
A2

A1

W

A1 ⊆ E

B ⊆ E

A2 ⊆ E /

A1∪ A2 ⊆ E/

A1 ⊑W E

B ⊑W E

A2 ⊑W E

A1∪ A2 ⊑W E

/ E ⊑WA1

E ⊑W B

A2 ⊑W E

A1∪ A2 ⊑W E

 /

 /
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E

B
A2

A1

W

A1 ⊆ E

B ⊆ E

A2 ⊆ E /

A1∪ A2 ⊆ E/
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E

B
A2

A1

W

A1 ⊆ E

B ⊆ E

A2 ⊆ E /

A1∪ A2 ⊆ E/

A1 ⊑W E

B ⊑W E

A2 ⊑W E

A1∪ A2 ⊑W E

/
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Propiedades de la relación de w-pertenencia ∊w 
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Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )

A

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

{x/ x∊wA}

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

E

W

A

{x/ x∊wA}

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

E

W

A

{x/ x∊wA}

A + w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W
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Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W
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Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W
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Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∊w en (LE , ≤, ·, +,’, ∅, E ) asociadas a un subconjunto nítido W/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )

Sea L un retículo distributivo acotado con una negación fuerte ‘ y sea E un referencial ordinario. 
Si A y W son subconjuntos L-borrosos de E tales que W es complementado con complemento  Wc=W’, 

consideramos el subconjunto L-borroso asociado ∊wA definido por:  

(∊wA)(x)= (A △ w)(x)=(A·wc+A’·w)(x)=(A’(x) si x∊W; A(x) en otro caso),           (∊wA)=(∊wcA)/

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∊w en (LE , ≤, ·, +,’, ∅, E ) asociadas a un subconjunto nítido W/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )

Sea L un retículo distributivo acotado con una negación fuerte ‘ y sea E un referencial ordinario. 
Si A y W son subconjuntos L-borrosos de E tales que W es complementado con complemento  Wc=W’, 

consideramos el subconjunto L-borroso asociado ∊wA definido por:  

(∊wA)(x)= (A △ w)(x)=(A·wc+A’·w)(x)=(A’(x) si x∊W; A(x) en otro caso),           (∊wA)=(∊wcA)/

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∊w en (LE , ≤, ·, +,’, ∅, E ) asociadas a un subconjunto nítido W/



E

W

!12

Propiedades: 

(x ∊w A)⇔ (x ∊ A△w )
x1∊w A

x3∊wA

x2∊w A/

x4∊wA/
A

A △ w

x1∊ A

x2∊ A
x3∊ A/

x4∊ A/
x1x2

x3

x4

∀x∊E: (x ∊w W)/

∀x∊E: (x ∊w Wc)

(x ∊w E)⇔ (x ∊ Wc)

(x ∊w ∅)⇔ (x ∊ W)

(x ∊∅ A)⇔ (x ∊ A)

(x ∊E A)⇔ (x ∊ A)/

(x ∊w A⨅wB)⇔ (x ∊wA)&(x ∊w B)

(x ∊w A⨆wB)⇔ (x ∊wA) ó (x ∊w B)

E

W

A

E

A
W

{x/ x∊wA}

A + w A - w

/ (x ∊w A)⇔(x ∊wcA)⇔ (x ∊ A△wc) 

⇔(x ∊ Ac△w ) ⇔x ∊w Ac⇔ (x ∊ (A△w )c) ⇔(x ∊ A△w )/

Sean w y A subconjuntos de E y sean wc y Ac sus complementos. Si A△w = A·wc+Ac·w es su diferencia simétrica, 

consideremos la relaciones  ∊w ⊆ E X P(E) y ∊w ⊆ E X P(E) tales que /

(x ∊w A)⇔ (x ∊A w )

Sea L un retículo distributivo acotado con una negación fuerte ‘ y sea E un referencial ordinario. 
Si A y W son subconjuntos L-borrosos de E tales que W es complementado con complemento  Wc=W’, 

consideramos el subconjunto L-borroso asociado ∊wA definido por:  

(∊wA)(x)= (A △ w)(x)=(A·wc+A’·w)(x)=(A’(x) si x∊W; A(x) en otro caso),           (∊wA)=(∊wcA)/

Relaciones de w-pertenencia ∊w  y ∊w en (P(E) , ⊆, ∩, ∪, c, ∅, E )/

Relaciones de w-pertenencia ∊w y ∊w en (LE , ≤, ·, +,’, ∅, E ) asociadas a un subconjunto nítido W/

Se verifica: ∊w(A1 ⨆WA2)=∊w(A1)+∊w(A2)  ,     ∊w(A1 ⨅WA2)=∊w(A1)·∊w(A2)    ∀W∊P(E )  , ∀(A1,A2)∊LEXLE
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Aplicación de los órdenes de actividad en 
análisis de mapas de riesgos y en 
análisis de mapas con curvas de nivel.
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Búsqueda en la Web: plano, zona peligrosa, aludes,…



INCLUSIÓN EN P(E) ASOCIADA A UN  SUBCONJUNTO W DE E
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!16

Otros ejemplos 
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borroso
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Peligro de incendios
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El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 

Órdenes de actividad asociados a  
Curvas de nivel o  mapas de isolíneas 



!17

El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 
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El orden ⊑W  en mapas de isolíneas 
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El orden ⊑W  en mapas de isolíneas (curvas de nivel) 
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W-inclusión y W-pertenencia en  Subconjuntos Borrosos.



Retículo distributivo de los subconjuntos borrosos de la recta completa  R=[–∞,+∞]: ([0,1]R, ≤, ·, +, ’, ø, R) con la  
negación de Zadeh x’ = 1–x.

_ __

Sea  W un subconjuntos borroso del retículo : ([0,1]R, ≤, ·, +, ’, ø, R) y sea ([0,1]R , ⊑W, ⨅W, W ) el inf-semiretículo 

acotado asociado al orden de actividad ⊑W desde la perspectiva de W, en el que ⨅W representa el operador ínfimo.
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Dado s∊ L, consideramos el subconjunto L-borroso constante   ∊ LE tal que: 
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~s
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 el punto L-borroso    ∊ LE (L-fuzzy point) tal que: 

                                                      
s    si y = x 
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Órdenes de actividad en retículos distributivos 



0

1
(L, ≤)

0

1
(L, ≤)

B

W

0

1
(L, ≤)

B.W

B+W

La relación ⊑W en un retículo distributivo

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)

W

B

A

W

B
AA

0

1

(L, ⊑W)

B.WB+W

W

B

A

0

1

(L, ⊑W)

B

W

A

0

1

(L, ⊑W)

W

B

A
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A ∈[B.W ,   B+W]



Ejemplo1: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

S

0

A

B

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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1

S

A

B

1

0

0

A

B

1
S

S

0

B

1

A

S

1

A

B

0

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑S, ⨅S, S) 
(L, ⊑B, ⨅B, B) (L, ⊑A, ⨅A, A) 
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S

0

A

B

Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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1

S

A

B

1

0

0

A

B

1
S

S

0

B

1

A

S

1

A

B

0

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑S, ⨅S, S) 

Si w es complementado con complemento wc, 

entonces wc=w→0=1    w y es el 

 elemento máximo  del retículo  (L, ⊑w ) 

 (y por tanto el único maximal del mismo).

 →

En un retículo distributivo, si w no es 

 complementado, los elementos w→q  

tales que w→q= q    w  son elementos 

 maximales del inf-semirretículo (L, ⊑W ).
 →

w→q=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

q    w=min{y ∈ L / q ≤ w+y} →

También w→0 es maximal  de (L, ⊑W ) 

si se verifica w→0 =1     w. →

(L, ⊑B, ⨅B, B) (L, ⊑A, ⨅A, A) 
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1 1    0 →=0c=0→0=
1    S →=

=S→A

1    B →=

B→0=

 →1    A=

A→0=

1    1 →=1c=1→0= 

S

A

B

1

0

0

A

B

1
S

S

0

B

1

A

S

1

A

B

0

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑S, ⨅S, S) 

=S→1

A    S →=

Si w es complementado con complemento wc, 

entonces wc=w→0=1    w y es el 

 elemento máximo  del retículo  (L, ⊑w ) 

 (y por tanto el único maximal del mismo).

 →

En un retículo distributivo, si w no es 

 complementado, los elementos w→q  

tales que w→q= q    w  son elementos 

 maximales del inf-semirretículo (L, ⊑W ).
 →

w→q=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

q    w=min{y ∈ L / q ≤ w+y} →

También w→0 es maximal  de (L, ⊑W ) 

si se verifica w→0 =1     w. →

etc

(L, ⊑B, ⨅B, B) (L, ⊑A, ⨅A, A) 



Retículo acotado  
 distributivo. 

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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1    S →=0’=0c=0→0= 1    0 = →

=1’=1c=S→0

1

S=A’

0

B=T’

T=B’

A=S’

S

0

B

1

A

T

1

S

0

A

B

T

(L, ≥, +, ., 1, 0) (L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)
(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

Ejemplo2: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado

etc
(L, ⊑S, ⨅S, S) 

S

0

B

1

A

T

(L, ⊑T, ⨅T, T) 



1

a

b

c

d

0

⊑d

1a

b

c

d0 ⊑b

1

a
b

c
d

0

≤

1

a
b

c

d

0

⊑1= ≥

1

a

b

c

d

0⊑a

1
a

b

c

d
0

⊑c

x⊑wy ⇔ (y . w ≤ x ≤ y + w)

= ⊑0

(L, ≤,·, +, 0, 1) (L, ⊑d, ⨅d, ⨆d, d, a)

(L, ⊑a, ⨅a, ⨆a, a, d)

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0)

(L, ⊑b, ⨅b, b)

(L, ⊑c, ⨅c, c)

 (L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1)
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=ac =a’

=b→0

=b’

=c’
=dc=d’

1    0 →=0→0= =1    b →

1    1 →=1→0= =c→0

=1    c →

=0’

=1’

=0c

=1c

Ejemplo3: La relación ⊑W en un retículo distributivo acotado



 A ⊑W B ⇔ (B.W ≤ A ≤ B+W)
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Ejemplo4: La relación ⊑W en un retículo distributivo no acotado

a

Inf-semiretículo 
(L, ⊑w, ⨅w, w) 

w

b

c

s

d

e

… …

Retículo distributivo no 
finito y no  acotado. 

(L, ≤, ., +) 

w

sa

b

c

d

e

…

…

a

Inf-semiretículo 
(L, ⊑s, ⨅s, s) 

w
s

b

c

d

e

…

…

s→a= a     s =a (⊑s-maximal) →
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Órdenes de actividad en retículos producto



ORDEN DE ACTIVIDAD EN EL RETÍCULO PRODUCTO DE RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS
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a

w

(01,02)(11,12)

(L1✕L2, ⊑w)

(L1✕L2, ⊑w)
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Órdenes de actividad en retículos de intervalos
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Orden de actividad en(I(L),≤): ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_
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1

a

b

0
(L,≤,.,+,’, 0,1) 
Retículo distributivo

1

a

b

0

[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0,1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Orden de actividad en(I(L),≤): ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_
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1

a

b

0
(L,≤,.,+,’, 0,1) 
Retículo distributivo

1

a

b

0

[0,b]

(I(L),≤,.,+,’, 0,1) 
 Retículo distributivo

[0,a]

[0,1]

[b,1]
[a,1]

Si [w]=[0,1], el orden de actividad ⊑[0,1] es  

la restricción de la inclusión de conjuntos ⊇  

a  I(L): ( [x]⊑[0,1][y]⇔[x] ⊇ [y] )

1a b0

[0,b][0,a]

[0,1]

[b,1][a,1]

(I(L), ⊑[0,1], ⨅[0,1],[0,1])  

Es el Inf-semirretículo (I(L), ⊇, ∪) 
con elemento mínimo [0,1] y con L 
como conjunto de maximales 

Orden de actividad en(I(L),≤): ([x]⊑[w][y] )⇔ ([y].[w]≤ [x] ≤ [y]+[w]) 

 se verifica: ([x]⊑[w][y] )⇔((x⊑wy )&( x⊑wy)). 
__

_
_ _

Si  [z]=[z,z], _
_
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ORDEN DE ACTIVIDAD EN RETÍCULOS DISTRIBUTIVOS CON UNA NEGACIÓN FUERTE

Si ‘ es una negación fuerte en L, y B es complementado tal que Bc=B’ entonces, para todo A 
y para todo W: 

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W ≤ A ≤ B + W) ⇔ A⊑B𝜔 ⇔ [(A △ B) ≤(B △ W)]

De la definición  

                  A⊑𝜔B ⇔ (B . W  ≤  A  ≤  B + W)  

Se deduce la equivalencia:  A⊑𝜔 B ⇔ A⊑B𝜔



𝛼 ⨅𝜔 𝛽 = (𝛼 · 𝛽) + (𝛼 · 𝜔) + (𝛽 · 𝜔) = 

                (𝛼 · 𝛽) + [(𝛼 + 𝛽)· 𝜔] =  
                (𝛼 + 𝛽) · (𝛼 + 𝜔) · (𝛽 + 𝜔) = 
                (𝛼 + 𝛽) ·[(𝛼 · 𝛽) + 𝜔]       ∀ (𝛼 , 𝛽) ∈ P2

Si ‘ es una negación fuerte en L, las proposiciones siguientes son equivalentes: 

  (i) A⊑𝜔B, (ii) A’⊑𝜔’B’. Y si además, 𝜔’ = 𝜔c entonces ambas son equivalentes a 

 (iii) B’⊑𝜔A’. (En consecuencia, la aplicación ‘ también es una negación fuerte en 

(L,⊑𝜔)). 
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Distintas expresiones de los órdenes de actividad 
 en retículos distributivos
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)

2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’ y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛼 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c] 

                                                                                  𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔([(𝛼.𝜔c) ≤ (𝛽.𝜔c)] &[(𝜔.𝛼c) ≤ (𝜔.𝛽c)]). 

1. En general:
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 𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼+𝜔 ≤ 𝛽+𝜔)]⇔ (𝛽.𝜔 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 + 𝜔)

2. Si 𝜔 es complementado con complemento 𝜔c, entonces:  

                                                          𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼·𝜔 ≥ 𝛽·𝜔)&(𝛼·𝜔c ≤ 𝛽·𝜔c)].  

3. Y si, además,  ‘ es una negación fuerte en L tal que complemento de 𝜔 es tal que 𝜔c= 𝜔’ y si  𝛼∆ 𝜔 = 𝛼·𝜔c+ 𝛼’·𝜔 : 

                                                                𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔[(𝛼 ∆ 𝜔) ≤ (𝛽 ∆ 𝜔)]. 

4.  Y si 𝛼 y 𝛽 también son complementados tales que 𝛼c = 𝛼’ y 𝛽c = 𝛽’ : 

                                                         𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔ [(𝛼 + 𝜔).(𝛼.𝜔)c ≤ (𝛼 + 𝜔).(𝛽.𝜔)c] 

                                                                                  𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔([(𝛼.𝜔c) ≤ (𝛽.𝜔c)] &[(𝜔.𝛼c) ≤ (𝜔.𝛽c)]). 

1. En general:

w→q=max{x ∈ L / w.x ≤ q}

q    w=min{y ∈ L / q ≤ w+y} →

5. Si L es completo broweriano y dual broweriano, (en particular si es finito y distributivo),  entonces 

                                                                          [(𝛼    𝛽) ≤ 𝜔 ≤(𝛽→𝛼)] ⇔[(𝛼    𝜔) ≤ 𝛽 ≤(𝜔 →𝛼)] → →𝛼 ⊑
𝜔𝛽 ⇔
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El orden de actividad desde distintas perspectivas
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El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :
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(L, ≤,·, +, ‘, 0, 1) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces:

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :
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(L, ≤,·, +, ‘, 0, 1) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces:

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

= = = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w
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(L, ≤,·, +, ‘, 0, 1) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces:

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

x⨅wy=(x.y)+[w.(x+y)]= 

             (x+y).[w+(x.y)] ∀(x,y) ∈ L 2

= = = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w
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(L, ≤,·, +, ‘, 0, 1) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces:

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces, ∀(x,y) ∈ L 2 :

x⨅wy=(x⨅vy)⨆v[w⨅v(x⨆vy)]= 

             (x⨆vy)⨅v[w⨆v(x⨅vy)]

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

x⨅wy=(x.y)+[w.(x+y)]= 

             (x+y).[w+(x.y)] ∀(x,y) ∈ L 2

= = = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
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(L, ≤,·, +, ‘, 0, 1) retículo distributivo 
acotado con una negación fuerte

C(L) ⊆ L subretículo de los elementos v  de L  con complemento vc. 

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces:

Sea  w ∈ L  y sea v ∈C(L) tal que v’=vc. Entonces, ∀(x,y) ∈ L 2 :

x⨅wy=(x⨅vy)⨆v[w⨅v(x⨆vy)]= 

             (x⨆vy)⨅v[w⨆v(x⨅vy)]

[x⊑wy ]⇔ [x(⊑v)wy ] , ⊑w = (⊑v)w = ((⊑v)s)w=…

x⨅wy=(x.y)+[w.(x+y)]= 

             (x+y).[w+(x.y)] ∀(x,y) ∈ L 2

=

…

= = …

El orden ⊑w y el ínfimo ⨅w en 
función de otros elementos 
complementados v, s,… :

w



Proposición.  Para todo W de L  tal que W’=Wc y para todo S de L, el inf-semirretículo (L, (⊑W)S) coincide con (L, ⊑S), es decir :  

A(⊑W)SB ⇔ A⊑SB 

A(⊑W)SB ⇔ 

(B⨅WS) ⊑W A ⊑W(B⨆WS)⇔ 

(B⨅WS)△W ≤ A△W ≤ (B⨆WS)△W⇔ 

[B·S+W·(B+S)]△W ≤ A△W ≤ [B·S+Wc·(B+S)]△W⇔ 

 {[B·S+W·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(Wc+B’·S’)·W } ≤ 

(A·Wc+A’·W) ≤ 
{[B·S+Wc·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(W+B’·S’)·W }, 

Simplificando estas últimas desigualdades, se obtiene: 

(B·S·Wc+B’·S’·W) ≤ (A·Wc+A’·W) ≤ [(B+S)·Wc+(B’+S’)·W]. 

Componiendo  las desigualdades anteriores con  WC y con W, 
 utilizando el operador isótono  “ínfimo” · en L y simplificando: 

(*) B·S·Wc ≤ A·Wc ≤(B+S)·Wc    &   (**) B’·S’·W ≤ A’·W ≤ (B’+S’)·W. 
Y por la “negación fuerte” ‘ ,(operador antítono en L que cumple 

 las leyes de Morgan), obtenemos a partir de la primera (*): 
B’+S’+W ≥ A’+W ≥ B’·S’+W, 

y de éstas,  con el operador “ínfimo” · con Wc: 

 (***) (B’+S’)·Wc ≥ A’·Wc ≥ B’·S’·Wc. 
De las desigualdades (***)  y de las que aparecen en (**), 

 utilizando el operador isótono  “supremo” + en L, se obtiene 

B’·S’·(W+Wc) ≤ A’·(W+Wc) ≤ (B’+S’)·(W+Wc), 
es decir: B’·S’ ≤ A’ ≤ (B’+S’), 

y finalmente, de nuevo por la “negación fuerte” ‘: 

 B·S ≤ A ≤ B+S, que demuestra que A⊑SB.

Demostración

A⊑SB ⇔[B·S ≤ A ≤ (B+S)] ⇔[B’·S’ ≤ A’ ≤ (B’+S’)] 

y en consecuencia 

[B·S·Wc ≤ A·Wc ≤ (B+S)·Wc]  &  [B’·S’·W ≤ A’·W ≤ (B’+S’)·W] 

de lo que se deduce 
(*) B·S·Wc+B’·S’·W ≤ A·Wc +A’·W ≤ (B+S)·Wc+(B’+S’)·W, 

y teniendo en cuenta que W·Wc=0 y que  
(P+Q)·P·Q=P·Q , (P+Q)+P·Q=(P+Q), 

de las desigualdades (*) se deducen estas otras: 
{[B·S+W·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(Wc+B’·S’)·W } ≤ 

(A·Wc+A’·W) ≤ 
{[B·S+Wc·(B+S)]·Wc+[(B’+S’)·(W+B’·S’)·W }, 

que son equivalentes a  

[B·S+W·(B+S)]△W ≤ A△W ≤ [B·S+Wc·(B+S)]△W, 

es decir  

(B⨅WS)△W ≤ A△W ≤(B⨆WS)△W 

que equivalen a 

(B⨅WS) ⊑W A ⊑W(B⨆WS) y que demuestran que 

 A(⊑W)SB 

Sea (L,·,+, ‘, 0, 1) un retículo distributivo con una negación fuerte ‘ y sea W tal que W’=Wc . Si (L,⊑W,⨅W, ‘, W, Wc) es el 

retículo  isomorfo al inicial y si para s∈L,(⊑W)S representa en este último retículo el orden desde la perspectiva de S tal que  

A(⊑W)SB ⇔ (B ⨅WS)⊑WA ⊑W (B ⨆WS), entonces



Corolario.  Para W tal que W’=Wc y para todo S, el operador ínfimo (⨅W)S  en el inf-semirretículo (L, (⊑W)S, (⨅W)S) coincide con ⨅S:  

A(⨅W)SB = A⨅SB 

Y si además S’=Sc el operador supremo (⨆W)S en el ahora  retículo ((L, (⊑W)S, (⨅W)S, (⨆W)S) coincide con ⨅S  

A(⨆W)SB = A⨆SB 



Corolario.  Para W tal que W’=Wc y para todo S, el operador ínfimo (⨅W)S  en el inf-semirretículo (L, (⊑W)S, (⨅W)S) coincide con ⨅S:  

A(⨅W)SB = A⨅SB 

Y si además S’=Sc el operador supremo (⨆W)S en el ahora  retículo ((L, (⊑W)S, (⨅W)S, (⨆W)S) coincide con ⨅S  

A(⨆W)SB = A⨆SB 

Proposición 

Se verifica: 

                                                                       (A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑W1+W2 B) & (A ⊑W1·W2 B)  



Corolario.  Para W tal que W’=Wc y para todo S, el operador ínfimo (⨅W)S  en el inf-semirretículo (L, (⊑W)S, (⨅W)S) coincide con ⨅S:  

A(⨅W)SB = A⨅SB 

Y si además S’=Sc el operador supremo (⨆W)S en el ahora  retículo ((L, (⊑W)S, (⨅W)S, (⨆W)S) coincide con ⨅S  

A(⨆W)SB = A⨆SB 

Proposición 

Se verifica: 

                                                                       (A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑W1+W2 B) & (A ⊑W1·W2 B)  

Si S es tal que Sc=S’, entonces 

(A⊑W1 B) & (A ⊑W2 B) ⇔(A ⊑W1⨆SW2 B) & (A ⊑W1⨅SW2 B)  
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Relación entre los órdenes de actividad 
 y las funciones de medida



Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

E

�37

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)
Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)
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A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)
Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)
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A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)
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E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)
Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)

ℝ+0

m(B) m(A)
�37

A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)

ℝ+0

m(B) m(A)
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A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ tal que  

mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E)

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)

ℝ+0

m(B) m(A)
�37

A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

A ∩ B

A ∪B

       Y: mW(A ⨅WB) + mW(A ⨆WB) = mW(A ∩ B) + mW(A ∪B) = mW(A) + mW(B)

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ tal que  

mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E)

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)

ℝ+0

m(B) m(A)
�37

mW(W) = 0, mW(Wc) = m(E), mW(∅) = m(W), mW(E) = m(Wc)

A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

Se verifica: A ⊑W B⇒ mW(A) ≤ mW(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

(P( E), ⊆, m)
∅

Medida en (P(E), ⊑W) obtenida a partir de otra en (P(E), ⊆)

mW : P(E) → ℝ+ es nueva medida en (P(E), ⊆)? 

mW : P(E) → ℝ+ medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)

(P( E), ⊆, mW)

A ⨅WB

A ⨆WB E

∅

B

Wc

A ⨅WB

A ⨆WB

(P( E), ⊑W, mW)
W

A ∩ B

A ∪B

A 

A ∩ B

A ∪B

       Y: mW(A ⨅WB) + mW(A ⨆WB) = mW(A ∩ B) + mW(A ∪B) = mW(A) + mW(B)

Sea m: P(E) → ℝ+  una medida en (P(E), ⊆).

E

B

B

A 

A
Wc

W

W

Para W ∊ P(E) sea mW : P(E) → ℝ+ tal que  

mW(A) = m(A△W) = m((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))   ∀A ∊ P(E)

Se verifica: m(A ∩ B) + m(A ∪B) = m(A) + m(B)

ℝ+0

m(B) m(A)
�37

mW(W) = 0, mW(Wc) = m(E), mW(∅) = m(W), mW(E) = m(Wc)

A ⊆ B⇒ m(A) ≤ m(B)

Se verifica: A ⊑W B⇒ mW(A) ≤ mW(B)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD EN ESPACIOS DE MEDIDA .



E

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:
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ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0
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W

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0

!38

W

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B
A ⨅WB

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0
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W

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B
A ⨅WB

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0
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W

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

E
W

A

B

A ⨆WB

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B
A ⨅WB

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0

!38

W

PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W)) = Pr(A ∩ Wc) +Pr(Ac ∩ W) = Pr(A ∩ Wc) = Pr(A)

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

E
W

A

B

A ⨆WB

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B
A ⨅WB

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0

!38

W

PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W)) = Pr(A ∩ Wc) +Pr(Ac ∩ W) = Pr(A ∩ Wc) = Pr(A)

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

Pr : P(E) → [0,1] es medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)

Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)

E
W

A

B

A ⨆WB

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

A

B
A ⨅WB

Pr(A) = área de A

E cuadrado de área 1 

Sea B la clase de subconjuntos A, B, W,…   de E con área, 
 entonces:

Sea W tal que Pr(W) = 0

!38

W

PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W)) = Pr(A ∩ Wc) +Pr(Ac ∩ W) = Pr(A ∩ Wc) = Pr(A)

Pr(A) = Pr(A ∩ E) = Pr(A ∩ (W ∪ Wc)) = Pr(A ∩ Wc)

Pr : P(E) → [0,1] es medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)

Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)

E
W

A

B

A ⨆WB

Si digitalizamos la imagen E, entonces  W no tiene área nula   
( y en consecuencia Pr(W) = 0): 

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Pr(E) = 1.000

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Píxel1

Pr(E) = 1.000

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Píxel5

Píxel1

Pr(E) = 1.000

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

W

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E A

W

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 
A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 
A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

A△W

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 
A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Pr(A△W) =0,127= 

PrW(A)

A△W

=Pr(A)

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 

!39

PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))

Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 
A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Pr(A△W) =0,127= 

PrW(A)

A△W

=Pr(A)

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

.

.

.

.E

∅

Wc

W

(E, ⊆, ∩, ∪, Pr)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…



E

E cuadrado con 103 x 103 =106 píxeles 
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PrW(A) = Pr(A△W) = Pr((A ∩ Wc) ∪ (Ac ∩ W))

Prw : P(E) → [0,1] es medida en el álgebra de Boole (P(E), ⊑W)
Pr : P(E) → [0,1] es probabilidad en el álgebra de Boole (P(E), ⊆)

Píxel6

Píxel5

Píxel1

W subconjunto con 4 x 103 =4000 píxeles 
A subconjunto con 53 x 103 =125000 píxeles 

______4x103 Pr(W) =
106 

= 0.004

Pr(A) = 0.125

Pr(E) = 1.000

Pr(Wc) = 0.996

Pr(A△W) =0,127= 

PrW(A)

A△W

w-probabilidad?

=Pr(A)

Número de píxeles de B 
Pr(B) = _________________________

106 píxeles 
Si B es subconjunto de E: 

B

Subconjunto diferencia  simétrica A△W:
 “Una visión de A desde la perspectiva que 

proporciona W”.

.

.

.

.Wc

W

∅

E

(E, ⊑W, ⨅W, ⨆W, mW= Prw)

.

.

.

.E

∅

Wc

W

(E, ⊆, ∩, ∪, Pr)

ÓRDENES DE ACTIVIDAD Y PROBABILIDAD

Píxel2
Píxel3

Píxel4
…
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Generalización de los órdenes de actividad (I): 
Relaciones de actividad  en un conjunto ordenado 
cualquiera (P, ≤).



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

�41

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

�41

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

�41

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

�41

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

Órdenes

Retículo distributivo.

Retículo ( en este caso  
isomorfo al inicial).

Inf-semirretículo.
(P, ⊑w )

�41

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.



ORDEN DE ACTIVIDAD EN UN CONJUNTO ORDENADO CUALQUIERA

La relación ⊑
𝜔

 es un preorden en P. (Es reflexiva y transitiva).

𝛼 ⊑
𝜔

 𝛽 se interpreta en (P, ≤) como “𝛼 separa 𝜔  de 𝛽“.

Relación de actividad en un conjunto ordenado (P, ≤). 

Dado 𝜔 ∈ P, se define la relación ⊑
𝜔

 asociada a 𝜔 y al orden ≤ en P: 

                                              𝛼 ⊑
𝜔𝛽  ⇔ [(  𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼) & (   𝛽 ∩ 𝜔 ⊆  𝛼)], 

 siendo

Órdenes

Retículo distributivo.

Retículo ( en este caso  
isomorfo al inicial).

Inf-semirretículo.
(P, ⊑w )

�41

Pre-orden (no es orden).
Retículo no distributivo.

Relación de orden.

No es retículo.

x = {s / s≤x}   y   x = {t / x≤t} ∀x∈P.

Si (P,≤) tiene elemento mínimo 0, entonces ⊑0  coincide con el orden ≤. 

Si tiene elemento máximo 1, entonces ⊑1 coincide con el orden ≥ (dual del orden ≤).
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Otros ejemplos de aplicación de los órdenes 
 de actividad.



0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

!43



Retículo acotado  
 no distributivo. 

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 

!43



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 

!43



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 

!43



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 

!43

=1    W →

=W→0

= 
1    A=1     B   →  →

=A→0=B→0= 
Ac=Bc

etc



Retículo acotado  
 no distributivo. 

 No es conjunto ordenado 
( A = B,  A⊑WB  y  B⊑WA) 

La relación ⊑W es un pre-orden en L.

/

0 1

BA

W

(L, ⊑W)

0 1

B
A

W

([L], ⊑[w])

 Conjunto [L] de clases de 
equivalencia.  
([L], ⊑[w]) es un conjunto ordenado.

0

1

A

B

W

(L, ≤, ., +, 0, 1) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑A, ⨅A, ⨆A, A, W) 

W

0

1
A

B
(L, ⊑B, ⨅B, ⨆B, B, W) 

W

0

1

A

B

(L, ⊑1, ⨅1, ⨆1, 1, 0) 

Ejemplo5: La relación ⊑W en un retículo no distributivo

(L, ⊑0, ⨅0, ⨆0, 0, 1) 

!43

=1    W →

=W→0

= 
1    A=1     B   →  →

=A→0=B→0= 
Ac=Bc

etc
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Generalización II: 
Extensión de la relaciones de actividad  
a sistemas relacionales(X, R)nítidos y 
borrosos



!45

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



!45

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



!45

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

?

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

?

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

?

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

 Ry

 Rw

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

?

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

 Rx

 Ry

 Rw

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

?

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

 Rx

 Ry

 Rw

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

Si!

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

 Rx

 Ry

 Rw

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

Si!

Rx={s∈L / xRs}= Rx={t∈L / tRx} 

R simétrica: 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx



(X, R)

y

x

z1

z2

z3

z4

z6z5

wz7

!45

x ⊑R
w y  ⇔ (  Ry ∩  Rw ⊆   Rx) & (  Ry ∩  Rw ⊆  Rx)

x ⊑w y  ⇔ ( ≤ y ∩ ≤ w ⊆   ≤ x) & (  ≤ y ∩  ≤ w ⊆  ≤ x)
(L, ≤) 

(X, R) , R ⊆ X2

≤ x={s∈L / x≤s} ,   ≤ x={t∈L / t≤x}={t∈L / x≥t}= ≥ x ,     (L, ⊑w)      

 Ry

 Rw

 Rx

Extensión de las relaciones de actividad a sistemas relacionales(X, R) (R nítida) 

… etc

 Rx

 Ry

 Rw

R: z3Ry

yRz1

z4Ry

yRz2

wRz4

wRz2

z7Rw

wRz7

z5Rx

xRz2

… etc

X={x,y,w,z1,z2,…}

xRz4

xRz6

z4Rw

z5Rw

z4Rx

(X, ⊑R
w)?⊑R

w ⊆ X2 

x ⊑R
w y

Si!

Rx={s∈L / xRs}= Rx={t∈L / tRx} 

R simétrica: 

wR2y ⟹ x ⊑R
w y ∀xR semejanza: 

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)

Rx={s∈X / xRs} ,   Rx={t∈X / tRx}={t∈X / xRop t}= Ropx
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

Rx={s∈ X / xRs} =   Rx={t∈X / tRx} 

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

Rx={s∈ X / xRs} =   Rx={t∈X / tRx} 

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

Todo lo que es semejante a “z” y a “y”,  
es también semejante a “x”.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

Rx={s∈ X / xRs} =   Rx={t∈X / tRx} 

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

Todo lo que es semejante a “z” y a “y”,  
es también semejante a “x”.

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

Rx={s∈ X / xRs} =   Rx={t∈X / tRx} 

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

Todo lo que es semejante a “z” y a “y”,  
es también semejante a “x”.

t1

z2

z1

y2y3 w1w2

r1r2x3y1
x2t2

x1s1s2p1p2q1m1v1

([X], ⊑R
[z2])

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Referencial X
Sistema relacionan  (X,R), con R una semejanza o tolerancia.

x1

x2

x3

y2

y3

y1
t1

t2

s1

s2

v1

z1

z2

w1

w2

r1
r2

p1 p2

q1

m1

Bloques de semejanza 
 o tolerancia asociados  
a R: B1,B2,…, B13

B1

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10

B11

B12

B13
Subgrafos completos maximales, 
(Cliques), del grafo (X,AR) 

Grafo simple, no dirigido (X,AR) 
 asociado a R.

Rx={s∈ X / xRs} =   Rx={t∈X / tRx} 

x ⊑R
z y  ⇔ ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx) & ( Ry ∩ Rz ⊆ Rx)

Todo lo que es semejante a “z” y a “y”,  
es también semejante a “x”.

t1

z2

z1

y2y3 w1w2

r1r2x3y1
x2t2

x1s1s2p1p2q1m1v1

([X], ⊑R
[z2])

z1 “se asemeja más” a z2 que 
 t1 y este último más que  
x2 y t2 (dos que son equiva- 
lentes en cuanto a su 
 semejanza con t1).

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x2x1 x4x3

y1

x5

y3y2

y5
y4

z2

z1

z4

z3

w2

w1

(X, R) , R ⊆ X2

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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x2x1 x4x3

y1

x5

y3y2
y5y4

z2

z1
z4

z3

w2w1Rx

(X, R)

RELACIONES DE ACTIVIDAD EN SISTEMAS NÍTIDOS (X,R)
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